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Ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàáîòû
ïëå÷åâîãî ñóñòàâà ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî òðóä-
íîé çàäà÷åé. Ñëîæíîñòü åå îïðåäåëÿåòñÿ äâó-
ìÿ îñíîâíûìè ïðè÷èíàìè: âî-ïåðâûõ, áîëü-
øîé òðóäîåìêîñòüþ ðàçðàáîòêè è ñîñòàâëåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïî-
âåäåíèå îòäåëüíûõ ìûøö è ñóìî÷íî-ñâÿçî÷-
íîãî àïïàðàòà, è, âî-âòîðûõ, íåïîëíîòîé íà-
øèõ çíàíèé î ðàáîòå êîìïîíåíòîâ ñóñòàâà. Äî-
ñòàòî÷íî ñêàçàòü, ÷òî â ñèñòåìå óðàâíåíèé
ñóìì ìîìåíòîâ êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé ïðèáëè-
æàåòñÿ ê 50. Ïðè ðåøåíèè äèíàìè÷åñêèõ çà-
äà÷ ñëîæíîñòü óðàâíåíèé çíà÷èòåëüíî âîçðàñ-
òàåò. Îäíàêî, òàêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò äåòàëü-
íî ðàçîáðàòüñÿ â ðàáîòå ñóñòàâà, ìîäåëèðîâàòü
ðàçëè÷íûå ïàòîëîãè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ, ðàçðà-
áàòûâàòü ñõåìû îïåðàòèâíûõ âìåøàòåëüñòâ äëÿ
êîíêðåòíûõ ïàöèåíòîâ è ïðîãíîçèðîâàòü èõ ðå-
çóëüòàòû.

Ïðè îòñóòñòâèè îáùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-
äåëè ïðîìåæóòî÷íûì ýòàïîì â èçó÷åíèè ðàáîòû
ñóñòàâà ìîãóò ñòàòü ðàñ÷åòû ñòàòè÷åñêèõ è äèíà-
ìè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ñóñòàâà ïðè íåêîòîðûõ ôèê-
ñèðîâàííûõ ïîëîæåíèÿõ ðóêè. À åñëè ïðîâåñòè
ðàñ÷åòû íå òîëüêî äëÿ êðàéíèõ ïîëîæåíèé ðóêè,
íî è äëÿ ðÿäà ïðîìåæóòî÷íûõ è çàòåì èíòåðïî-
ëèðîâàòü ðåçóëüòàòû, òî ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòà-
òî÷íî ïîäðîáíóþ ìîäåëü ñóñòàâà.

Â äàííîé ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ðàñ÷å-
òà óñèëèé â ñóñòàâå â ñòàòèêå ïðè îòâåäåíèè
ðóêè â ãîðèçîíòàëüíîå ïîëîæåíèå, ïðè÷åì îñü
âûòÿíóòîé ðóêè íàõîäèòñÿ â ïëîñêîñòè ëîïàò-
êè. Âíåøíèå íàãðóçêè - âåñ ðóêè è íàèáîëü-
øèé äëèòåëüíî óäåðæèâàåìûé ãðóç ïðèíÿòû
ðàâíûìè 34 Í è 170 Í ñîîòâåòñòâåííî (ïîëó-
÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíî). Ýòè íàãðóçêè ïðè-
ëîæåíû ê ëîêòåâîìó ñóñòàâó (ïîëîâèíà äëèíû
ðóêè) è íàïðàâëåíû âåðòèêàëüíî âíèç.

Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ðàñ÷åòà áûë âûïîëíåí
÷åðòåæ ïëå÷åâîãî ñóñòàâà â òðåõ ïðîåêöèÿõ â
ìàñøòàáå 1:1. Áûëî èçó÷åíî áîëåå äâóõ äåñÿò-

êîâ ïëå÷åâûõ êîñòåé è 4 ëîïàòêè. Ìåñòà ïðè-
êðåïëåíèÿ ìûøö è èõ ïîðöèé áûëè âçÿòû èç
îáìåðîâ íàòóðíûõ îáðàçöîâ, èç ëèòåðàòóðíûõ
èñòî÷íèêîâ [1, 2] è àòëàñîâ. Ñå÷åíèÿ ìûøö è
èõ ïîðöèé ïðèíèìàëèñü ñîãëàñíî äàííûì ëè-
òåðàòóðû [1].

Íåîáõîäèìîñòü äîïîëíèòåëüíîé âíåøíåé
íàãðóçêè îïðåäåëÿëàñü ñëåäóþùèìè ñîîáðàæå-
íèÿìè. Ïðè îòñóòñòâèè íàãðóçêè (äåéñòâóåò
òîëüêî âåñ ðóêè), èëè ïðè íàãðóçêå, ìåíüøå
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé, ìûøöû, îòâîäÿùèå
ðóêó, íàïðÿæåíû íå ïîëíîñòüþ. Âåëè÷èíà
óñèëèÿ êàæäîé ìûøöû îñòàåòñÿ íåèçâåñòíîé,
òàê êàê íå ñóùåñòâóåò íàäåæíûõ ìåòîäîâ äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ìûøå÷íûõ óñèëèé. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ïðè ïðåäåëüíîé âíåøíåé íàãðóçêå âñå
îòâîäÿùèå ìûøöû áóäóò ìàêñèìàëüíî íàïðÿ-
æåíû, à äàííûå ïî ìàêñèìàëüíîé ñèëå ìûøö
â ðàñ÷åòå íà 1 ñì2 (óäåëüíàÿ ñèëà) ïðèâåäåíû
â ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêàõ. Ïðèâîäÿùèå
ìûøöû ïðè ýòîì áóäóò ìàêñèìàëüíî ðàññëàá-
ëåíû è èõ âëèÿíèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïðè
òàêèõ èñõîäíûõ äàííûõ ñòàòè÷åñêèé ðàñ÷åò ñó-
ñòàâà ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì. Êðîìå òîãî,
ïàòîëîãè÷åñêèå ÿâëåíèÿ òàêæå ëåã÷å âûÿâèòü
ïðè ìàêñèìàëüíûõ íàãðóçêàõ.

Ðàñ÷åò ïðîèçâîäèëñÿ â òðåõìåðíîé äåêàðòî-
âîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íà÷àëî êîîðäèíàò
ñîâìåùåíî ñ ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì ãîëîâ-
êè ïëå÷åâîé êîñòè, îñü Õ íàïðàâëåíà âäîëü ðóêè
(â ïëîñêîñòè ëîïàòêè), îñü Y - ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî îñè Õ è íàïðàâëåíà âïåðåä, îñü Z - ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî îñÿì Õ è Y è íàïðàâëåíà ââåðõ.
Ëîïàòêà ïðåäïîëàãàëàñü æåñòêî çàêðåïëåííîé.
Óñèëèÿ ìûøö ïðåäñòàâëÿëèñü â âèäå âåêòîðîâ.
Ïðè çíà÷èòåëüíîé êðèâèçíå ëèíèé äåéñòâèÿ
ìûøö (íàïðèìåð, ïîðöèè äåëüòîâèäíîé) èç-
ìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ äåéñòâèÿ âåêòîðîâ ó÷è-
òûâàëîñü. Âåêòîðû ñèë, ñîçäàâàåìûõ ìûøöà-
ìè, íàïðàâëåíû â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïîä
óãëàìè ê ïëîñêîñòÿì êîîðäèíàò. Äëÿ îñóùå-
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ñòâëåíèÿ ðàñ÷åòà ýòè âåêòîðû äîëæíû áûòü
ñïðîåöèðîâàíû íà ïëîñêîñòè èëè îñè êîîðäè-
íàò. Ïðè ðàñ÷åòå óãëû, ïîä êîòîðûìè äåé-
ñòâóþò âåêòîðû ñèë è èõ ïðîåêöèè, èçìåðÿ-
ëèñü ïî ÷åðòåæó ñ òî÷íîñòüþ äî 0,5°. Ïëå÷è
ìîìåíòîâ èçìåíÿëèñü äëÿ ðàçíûõ ñèë îò 3 äî
30 ìì è èçìåðÿëèñü ïî ÷åðòåæó ñ òî÷íîñòüþ äî
0,5 ìì. Îøèáêè ðàñ÷åòà ñêëàäûâàëèñü â îñ-
íîâíîì èç íåòî÷íîñòè óñòàíîâîê ìåñò ïðèêðåï-
ëåíèÿ ìûøö, íåòî÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ ëèíèé
äåéñòâèÿ ìûøö, ðàçäåëåíèÿ ìûøö íà ïîðöèè,
íåòî÷íîñòè èçìåðåíèé íà ÷åðòåæå, íî áîëüøå
âñåãî - èç îøèáîê â îïðåäåëåíèè ñå÷åíèé ìûøö
è èõ óäåëüíîé ñèëû. Ðàññìàòðèâàÿ âëèÿíèå
îøèáîê, àâòîðû ñ÷èòàþò, ÷òî íåñâîäèìîñòü ê
íóëþ ñóìì ìîìåíòîâ â ïðåäåëàõ 10-15 % (âåëè-
÷èíà ðàçíîñòè ìåæäó ïîëîæèòåëüíûìè è îòðè-
öàòåëüíûìè ìîìåíòàìè) áûëà áû âïîëíå ïðè-
åìëåìà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóñòàâíàÿ ñóìêà
äîïîëíèòåëüíûõ óñèëèé íå ñîçäàåò.

Ðóêà â ïîëîæåíèè îòâåäåíèÿ ïîä óãëîì 90°
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåõàíè-
êè, ðû÷àã, çàêðåïëåííûé íà ñôåðè÷åñêîé îïî-
ðå è íàõîäÿùèéñÿ â ñòàòè÷åñêîì ðàâíîâåñèè.
Óðàâíåíèÿ ñóìì ìîìåíòîâ çàïèñûâàþòñÿ äëÿ
âñåõ òðåõ ïëîñêîñòåé êîîðäèíàò, ò.å. îòíîñè-
òåëüíî 3-õ îñåé êîîðäèíàò.

Â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ÕÎZ, ðàñïîëî-
æåííîé âäîëü îñè ðóêè (ðèñ. 1), ãäå R - ðàâ-
íîäåéñòâóþùàÿ) äåéñòâóþò ìîìåíòû êàê îò
âíåøíèõ íàãðóçîê (âåñ ðóêè 34 Í è ãðóçà 170
Í), òàê è îò óñèëèé ìûøö. Óðàâíåíèå ñóììû
ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî îñè Y çàïèøåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

Â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè YOZ (ìîìåíòû
îòíîñèòåëüíî îñè Õ) ñóììà ìîìåíòîâ áóäåò
èìåòü âèä:

ΣΣΣΣΣMX
i=0,

ãäå MX
i=FX

i·r
X

i, ãäå FX
i - ïðîåêöèè íà ïëîñ-

êîñòü YOZ âåêòîðîâ ñèë êàæäîé èç îòâîäÿùèõ
ìûøö, rX

i - ïëå÷è ïðîåêöèé âåêòîðîâ ñèë îò-
íîñèòåëüíî îñè Õ.

Â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ÕÎY ñóììà
ìîìåíòîâ áóäåò èìåòü àíàëîãè÷íûé âèä îòíî-
ñèòåëüíî îñè Z.

ΣΣΣΣΣMZ
i=0,

ãäå MZ
i=FZ

i·r
Z

i, ãäå FZ
i - ïðîåêöèè íà ïëîñ-

êîñòü ÕOY âåêòîðîâ ñèë êàæäîé èç îòâîäÿùèõ
ìûøö, rZ

i - ïëå÷è ïðîåêöèé âåêòîðîâ ñèë îò-
íîñèòåëüíî îñè Z.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ.
Èñõîäíûå äàííûå ïî êàæäîé èç ìûøö è

ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñóìì ìîìåíòîâ è ñóìì ñèë
ñâåäåíû â òàáëèöó 1. Ó÷àñòèå êàæäîé èç ìûøö
ñóñòàâà â îòâåäåíèè ðóêè â ãîðèçîíòàëüíîå
ïîëîæåíèå òùàòåëüíî àíàëèçèðîâàëîñü. Íà
ïåðâîì ýòàïå ðàññìàòðèâàëèñü êàê çàäåéñòâî-
âàííûå âñå óêàçàííûå â òàáëèöå ìûøöû, êðî-
ìå çàäíåé ÷àñòè äåëüòîâèäíîé è ìàëîé êðóã-
ëîé. Ìàêñèìàëüíàÿ óäåëüíàÿ ñèëà ìûøö ñóñ-
òàâà áûëà âíà÷àëå ïðèíÿòà ðàâíîé 40 Í/ñì2 â
ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûìè ëèòåðàòóðû (3). Îä-
íàêî, ñóììà ìîìåíòîâ â ïëîñêîñòè YOZ (ïåð-
âàÿ ñóììà ìîìåíòîâ) íå ñîøëàñü â áîëåå, ÷åì
â äâà ðàçà. Èç óðàâíåíèÿ áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî
óäåëüíàÿ ñèëà äîëæíà áûòü, ïðèìåðíî, 90-100
Í/ñì2. Ýòîò ðàñ÷åò ñîâïàë ñ ëèòåðàòóðíûìè
äàííûìè [4], ãäå îïðåäåëåíî, ÷òî óäåëüíàÿ ñèëà
îòâîäÿùèõ ìûøö ïëå÷åâîãî ñóñòàâà ñîñòàâëÿåò
81 Í/ñì2, à áèöåïñà - 114 Í/ñì2. Ïîñëå ýòîãî
ñóììà ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî îñè Y ñîøëàñü ñ
òî÷íîñòüþ äî 7 %. Îäíàêî íå ñîøëèñü ñóììû
ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî îñè Õ (íà 35 %) è îñè
Z (íà 25 %). Çíàê ðàçíîñòè ñóììû ìîìåíòîâ
îòíîñèòåëüíî îñè Õ ïîêàçàë, ÷òî íåîáõîäèìî
ââåñòè äåéñòâèå äîïîëíèòåëüíîé ìûøöû -
íàðóæíîãî ðîòàòîðà ïëå÷à. Ïîñëå ââåäåíèÿ â
óðàâíåíèÿ óñèëèÿ ìàëîé êðóãëîé ìûøöû ýòà
ñóììà ìîìåíòîâ ñâåëàñü ê íóëþ ñ òî÷íîñòüþ
äî íåñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ. À ïîñëå ó÷åòà äåé-
ñòâèÿ çàäíåé ïîðöèè äåëüòîâèäíîé ìûøöû
ñóììà ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî îñè Z òàêæå
ñâåëàñü ïðàêòè÷åñêè ê íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,
ðàñ÷åò îïðåäåëèë ñîñòàâ ó÷àñòâóþùèõ ìûøö,
ñðåäè êîòîðûõ îêàçàëàñü ìàëàÿ êðóãëàÿ ìûø-
öà, äåéñòâèå êîòîðîé ïåðâîíà÷àëüíî áûëî íå

ÌY
ð-M

Y
F=0,

ãäå ÌY
p=Ð·ÕÐ - ìîìåíò, ñîçäàâàåìûé âíåø-

íåé íàãðóçêîé, ñèëà Ð=34+170=204 Í, ïëå÷î
ÕÐ=0,25 ì;

MY
F - ñóììàðíûé ìîìåíò ïðîåêöèé óñèëèé

îòâîäÿùèõ ìûøö, ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê

MY
F=F·ÕF,

ãäå F - ýêâèâàëåíòíàÿ ñèëà, ÕF - óñðåäíåí-
íîå ïëå÷î îòíîñèòåëüíî îñè Y.

Ðèñ. 1

F XF

XP

       P
R
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î÷åâèäíî. ×òî êàñàåòñÿ ïðèâîäÿùèõ ìûøö òî
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî èõ äåéñòâèå ïîëíîñòüþ
óðàâíîâåøåíî.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû òàêæå ñóììû ïðîåê-
öèé âåêòîðîâ ñèë îòíîñèòåëüíî îñè êîîðäè-
íàò. Ýòè ñóììû ïîçâîëèëè ðàññ÷èòàòü ïîëîæå-
íèå ðàâíîäåéñòâóþùåé â ñóñòàâå. Ðàñ÷åò ïî-
êàçàë, ÷òî ðàâíîäåéñòâóþùàÿ íàïðàâëåíà èç
öåíòðà ãîëîâêè ïëå÷åâîé êîñòè êàóäàëüíî ïîä
óãëîì 46° ê îñè - ÎÕ â ïëîñêîñòè XOZ è îò-
êëîíåíà êïåðåäè íà 5°, òî åñòü íàïðàâëåíà,
ïðàêòè÷åñêè, â öåíòð ãëåíîèäà. Âåëè÷èíà ðàâ-
íîäåéñòâóþùåé îêàçàëàñü âåñüìà çíà÷èòåëüíîé
- 2950 Í. Àíàëèç óðàâíåíèé ñòàòè÷åñêîãî ñî-
ñòîÿíèÿ ñóñòàâà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè âñåõ
ñâîáîäíûõ äâèæåíèÿõ âåðõíåé êîíå÷íîñòè ðàâ-
íîäåéñòâóþùàÿ íàïðàâëåíà â ñòîðîíó öåíòðà
ñóñòàâíîé âïàäèíû ëîïàòêè.

Çàêëþ÷åíèå.
Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ïðåäëàãàå-

ìîãî ãðàôîàíàëèòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïî-
çâîëÿåò äîñòàòî÷íî òî÷íî âîñïðîèçâåñòè áàëàíñ
ìîìåíòîâ ñèë â ïëå÷åâîì ñóñòàâå ïðè ñòàòè-
÷åñêîì íàãðóæåíèè è âûïîëíèòü ðàññ÷åò ðàâ-
íîäåéñòâóþùåé. Ïîëó÷åííûå íàìè ðåçóëüòà-
òû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä îá àäåêâàòíîñòè
äàííîãî ñïîñîáà ìîäåëèðîâàíèÿ ôóíêöèé òà-
êîãî ñëîæíîãî â áèîìåõàíè÷åñêîì îòíîøåíèè
ñóñòàâà, êàê ïëå÷åâîãî.
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Ìîìåíòû ñèë 

îòíîñèòåëüíî îñåé, 

Í·ì 

Ñóììà ïðîåêöèé 

ñèë ïî îñè, Í Íàçâàíèå 

ìûøöû 
Ïîðöèÿ 

ìûøöû 

Ñå÷åíèå 

ìûøöû, 
ñì

2 

Óäåëüíàÿ 

ñèëà, Í/ñì
2 

Ïîëíàÿ 

ñèëà 

ìûøöû, 

Í Y X Z X Y Z 
1 1,6 81 130 -2,8 +1,4 +0,85 -65 0 -112 
2 2,1 81 170 -3,7 +1,9 +0,63 -53 0 -162 Ïîäîñíàÿ 
3 2,3 81 185 -4 +2,2 +0,23 -17 0 -185 
1 2,7 81 220 -2,6 -2,7 -4,1 -160 -23 -146 
2 2,2 81 178 -1,2 -2,7 -2 -78 -25 -159 Ïîäëîïàòî÷íàÿ 
3 2,9 81 234 -0,7 -4,2 -1,2 -48 -36 -228 

Íàäîñíàÿ  3 81 243 -6,1 -0,5 -0,7 -121 -8,6 -171 
Äëèííàÿ ãîëîâêà 

áèöåïñà 
 

7 114 800 -16,8 -1,1 -2,7 -380 -116 -532 

1 1,9 81 153 -3 -0,4 -3,6 -151 +21,4 +13,3 Äåëüòîâèäíàÿ 
ïåðåäíÿÿ 2 1,9 81 153 -3,4 -0,27 -3 -153 +14 +13,3 
Äåëüòîâèäíàÿ 

âåðõíÿÿ 
 3,9 81 315 -9,2 +1,27 +7,9 -310 -71 +27,5 

1 2,3 81 185 +0,9 +0,15 +4,1 -176 -25,5 -44 Äåëüòîâèäíàÿ 
çàäíÿÿ 2 2,2 81 178 +5,2 +0,41 +4,8 -163 -35 -64,5 
Ìàëàÿ êðóãëàÿ  2,1 81 170 +0,5 +4,1 0 -165 +30 -170 
Âíåøíèå ñèëû - - - 204 +51 0 0 0 0 -204 
Ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ ìîìåíòîâ +57,6 +11,43 +18,5    
Ñóììà îòðèöàòåëüíûõ ìîìåíòîâ -53,5 -11,87 -17,3    
Ðàçíîñòü ñóìì ìîìåíòîâ +4,1 -0,44 +1,2    
Ñóììà ïðîåêöèé ñèë    -2040 -250 -2120 

 


