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Введение
Проблеме исследования напряженно-дефор-

мированного состояния (НДС) стенок сердца
уделяется значительное внимание в современ-
ной научной литературе [1–9]. Сложность этих
задач связана не только с непростой формой изу-
чаемых объектов, но и с сильной нелинейностью
механических свойств материала, а также с тем,
что нельзя пренебречь величиной перемещений
(особенно по нормали к толщине стенки) по срав-
нению с характерными размерами объекта. При
этом задача становится геометрически нелиней-
ной. Получение точных решений такого рода за-
дач невозможно, поэтому необходимо примене-
ние численных методов; наиболее эффективным
является метод конечных элементов (МКЭ).
Этот метод с успехом использован в работах [1,
4–9].

Целью настоящего доклада является изложе-
ние постановки задачи о деформировании моде-
ли левого желудочка (ЛЖ) сердца в диастоле,
вариационного принципа возможных перемеще-
ний в приращениях для реализации шагового про-
цесса решения задачи, основных геометричес-
ких и физических соотношений, их матричного
представления, алгоритма построения разреша-
ющей системы линейных алгебраических урав-
нений (СЛАУ). Кратко описаны особенности про-
граммы на языке DELPHI 7. Приведены чис-
ленные результаты.
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Построен вариационный принцип возможных перемещений в приращениях, ис-
пользуемый далее в шаговом алгоритме метода конечных элементов при решении
физически и геометрически нелинейных задач механики левого желудочка сердца.
Получена матричная форма основных соотношений, формулы для вычисления мат-
рицы жесткости, вектора правой части системы линейных алгебраических урав-
нений. Кратко описаны особенности алгоритма и программы. Построена модель
левого желудочка, которая представлена в виде однородной усеченной толсто-
стенной эллипсоидальной оболочки. Изучена первая фаза сердечного цикла – диа-
стола.К внутренней поверхности модели приложено конечно-диастолическое дав-
ление. Методом конечных элементов решена осесимметричная нелинейная квази-
статическая задача теории упругости. Численно исследованы напряженно-дефор-
мированное состояние левого желудочка сердца, интенсивность деформаций и
напряжений, приведены графики распределения деформаций, напряжений и пере-
мещений.

Постановка задачи
Проблема исследования НДС стенки ЛЖ

сердца очень сложна в точной постановке. Это
связано со сложностью формы сердца, неодно-
родностью, анизотропией и нелинейностью ме-
ханических свойств сердечной мышцы (миокар-
да), переменностью внутреннего давления во
времени и т.д. Для разумного упрощения задачи
и получения необходимых результатов введем
некоторые упрощения:

1) стенку ЛЖ сердца аппроксимируем тол-
стостенным эллипсоидом (рис.1);
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Рисунок 1. Модель ЛЖ, представленная в виде
толстостенного эллипсоида
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2) решаем осесимметричную задачу в ци-
линдрической системе координат;

3) материал стенки считаем однородным,
изотропным, почти несжимаемым, гиперупругим
(нелинейным);

4) решаем квазистатическую задачу, так как
силами инерции можно пренебречь по сравне-
нию с упругими силами;

5) задачу решаем в геометрически и физи-
чески нелинейной постановке;

6) рассматриваем диастолу, таким образом,
к внутренней стороне стенки ЛЖ прикладыва-
ем диастолическое давление.

1. Основные соотношения
Введем вектор-столбец компонент вектора

перемещений в цилиндрической системе коор-
динат:

[ ] [ ]Tuzuruu ϕ=     (1)

Здесь ϕuzuru ,,  являются функциями от
zr, .
Деформации находятся с помощью соотно-

шений Коши, которые в матричной форме мож-
но записать в виде [10]:

[ ] [ ][ ]uL=ε       (2)

Здесь [ ]ε  – вектор-функция компонент тен-
зора деформаций в точке.

В частном случае геометрически линейной
задачи вектор-столбец осесимметричной дефор-
мации имеет вид:
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В матричной форме соотношение (3) будет:

[ ] [ ][ ]





















































∂
∂
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

==

ϕ

ε

u
zu
ru

r

z

rz

r

z

r

uL

00

00

0

00
1

00

00

                                             (4)



25”Медицина и...” 2004. № 1(10)

В геометрически нелинейном случае [11]
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Здесь запятая обозначает ковариантное диффе-
ренцирование, черта сверху обозначает вектор.

Имея в виду применение шагового метода

решения задачи, найдем приращение деформа-
ций ike  (5); приращение перемещений обозначим
через iv .Тогда получим:
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Это соотношение линейно относительно iv . Представим его в матричной форме:
[ ] [ ][ ]vLe ~= .                                                                (7)

Операторная матрица [ ]L~  имеет вид:
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Здесь ku – компоненты полного вектора пе-
ремещений, накопленного в шаговом процессе.

Для полноты изложения приведем матричную
форму закона Гука изотропного материала. Со-
отношения между напряжениями и деформаци-
ями имеют вид:

[ ] [ ][ ]εσ D= ,      (9)

где [ ] [ ]Trτzτrzτσzzσrrσσ ϕϕϕϕ= ,

 [ ] [ ]Trγzγrzγεzzεrrεε ϕϕϕϕ= ,
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[ ]D  – матрица упругости, λ  и µ – постоянные
Ляме, которые связаны с известными констан-
тами – модулем упругости (модулем Юнга) Е и
коэффициентом Пуассона ν  (для реальных ма-

териалов 2
1

0 << ν ) – следующими соотноше-

ниями

ν)(
Eµ += 12 , ( )( )νν

Eν
λ

211 −+
= .

Рассмотрим случай гиперупругого материа-
ла. Имеет место следующее тензорно-линейное
соотношение между приращениями напряже-
ний iks  и деформаций ike :

lmeiklmDiks ~= ,    (10)

где компоненты тензора равны вторым произ-
водным от потенциала

)r,γz,γrz,γ,εzz,εrrW( εW ϕϕϕϕ= .
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В матричной форме соотношение (10) будет

[ ] [ ][ ]eDs ~= ,                     (11)

где [ ] [ ]Trszsrzsszzsrrss ϕϕϕϕ= ,

[ ] [ ]Trγzγrzγezzerree ϕϕϕϕ= ,

ikeikγ 2= , ki ≠ , ϕr,z,i,k = .

Заменяя индексы в векторе [ ]ε  на 1,...6, по-
лучим:
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Использованные в работе потенциалы будут
приведены далее.

Граничные условия задачи следующие: кине-
матическое, т.е. условие закрепления в основа-

нии ( 0ϕϕ = ), а также 0=ru  на оси z; стати-

ческие 0=nσ , 0=τσ  – на внешней поверхно-

сти, qnσ −= , 0=τσ  – на внутренней. Стати-
ческие условия выполняются автоматически в
силу использования вариационного принципа.

2. Вариационный принцип
Для решения задачи применим вариационный

принцип возможных перемещений в приращениях.
Рассмотрим тело с объемом V , заполненное

упругой сплошной средой, в некоторый момент
времени t. Пусть накопленные к этому моменту
за счет деформирования компоненты тензоров
напряжений, деформаций и вектора перемеще-
ний есть ikσ , ikε ,ur  соответственно, а их при-
ращения за время t∆  есть iks , ike , vr . Выбе-
рем связанную с телом ортогональную систему
координат и получим формулу для приращения
деформации ike , вводя в соотношения Коши (5)
вектор vu rr +  вместоur  :
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Записывая деформацию ikε  для момента времени t (5) в виде
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и вычитая (14) из (13), находим:
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Слагаемое, стоящее в (15) в квадратных скоб-
ках, обозначим далее ike~ , так что
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Пусть на части поверхностиΣ  тела задано
внешнее давление q. Запишем вариационное
уравнение принципа возможных перемещений
для момента времени tt ∆+ :
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где q∆  – приращение давления за время t∆ ,
nu и nv  – перемещение и приращение переме-

щения по нормали к поверхности S. Учитывая,
что 0=ikδε  и 0=nδu , из (17) получим:

0=+∫−∫ δRdΣnqδδ
Σ
∆

V
dVikδeiks , (18)

где ∫−∫=
Σ

dΣnqδδ
V

dVikδeikiσδR .  (19)

Приращения напряжений iks  и деформа-
ций ike  связаны законом (10).

В случае, если состояние тела в момент вре-
мени t является равновесным, 0=δR . Однако,
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при использовании шагового процесса в связи с
конечностью величины t∆ возникает погреш-
ность. Поэтому при построении алгоритма це-
лесообразно не отбрасывать невязку R. Это по-
зволяет применить эффективный самокорректи-

рующийся шаговый метод решения задачи [14].
Подставляя (16)–(17) в (18) и учитывая лишь

слагаемые второго порядка относительно при-
ращений перемещений, получаем вариационный
принцип

0=δU ,                                                                   (20)

где    RdnqvdV
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Варьируемыми в функционале U являются
лишь компоненты вектора v

r
.

Уравнение (20) можно решать численно с
помощью одного из прямых вариационных ме-
тодов: Ритца, вариационно-разностного, вариа-
ционного векторно-разностного [15], МКЭ. Пол-
ные значения компонентов ikσ , ikε  ,ur  вычис-
ляются суммированием приращений, получен-
ных в шаговом процессе по параметру (нагруз-
ки или времени).

Заметим, что второе слагаемое в первом
интеграле формулы (21) отражает влияние гео-
метрической нелинейности задачи. В случае
линейной упругости материала тензор iklmD~  не
зависит от времени.

3. Метод конечных элементов
Решение нелинейных задач механики для тел

сложной формы требует применения численных
методов. Одним из таких методов является
МКЭ [12-13].

Модель тела разбиваем на конечное число
связанных в узловых точках восьмиузловых ко-
нечных элементов (КЭ). В КЭ введем систему
локальных координат 121111 ≤≤−≤≤− ζ,ζ
(рис. 2).
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Рисунок 2.  Оси локальной системы

координат КЭ

Составим вектор узловых перемещений элемента:

[ ]
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ϕϕ .                              (22)

Перемещения произвольной точки КЭ выра-
жаются через перемещения узловых точек сле-
дующим образом:

[ ] [ ][ ]uNu ~= ,                (23)

где [ ]N  – матрица функций формы. Эта матри-
ца имеет следующий вид:
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Функции kN , 8,..,1=k  должны быть выб-
раны таким образом, чтобы при подстановке ко-
ординат узлов получались значения аппроксими-

руемой функции в этих узлах. По определению
функция формы принимает значение единица в
этом узле и нуль во всех других узлах, т.е

( ) 1, =iyixiN , 0, =

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
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jyjxiN ,

если ji ≠ , 8,..,1, =ji .
В данном случае имеем:

( )( )( )
4

1122111
1

−−+−
=

ζζζζ
N ,

( )( )
2

112
21

2
ζζ

N
−−

= ,
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( )( )( )
4

1212111
3

+ζ+ζζ−−ζ
=N

( )( )
2

212
11

4
ζ−ζ−

=N

( )( )( )
4

1212111
5

−ζ−ζζ−ζ+
=N             (25)

( )( )
2

112
21

6
ζ+ζ−

=N

( )( )( )
4

1212111
7

−ζ+ζζ+ζ+
=N

( )( )
2

212
11

8
ζ+ζ−

=N

Тогда глобальные координаты произвольной
точки КЭ выражаются через функции формы и
значения координат его узлов следующим образом:

iN
i iz

ir
z
r

∑
= 








=






 8

1 ,                (26)

где izir ,  – координаты узлов КЭ.
Поскольку в функционал энергии деформации

помимо перемещений, входят и их первые про-
изводные, то необходимо получить выражения
для производных функций формы по глобальным
координатам. Установим связь между коорди-
натами zr,  и 21,ζζ .


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22

11

2

1
, 8,..,1=k . (27)

Введем матрицу перехода [ ]I :

[ ]





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

















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

=



















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

dc
ba

ζ
kNkz

ζ
kNkr

ζ
kNkz

ζ
kNkr

ζ
z

ζ
r

ζ
z

ζ
r

I

22

11

22

11

         (28)

Обращение этой матрицы позволяет выра-
зить первые частные производные функции фор-
мы в декартовых координатах через систему
производных в локальной координатной систе-
ме. Обратная матрица

[ ] 







≡




−

−
∆

=−
11
1111

dc
ba

ac
bd

I ,     (29)

где cbadI −=≡∆ )det( . Тогда имеют место
следующие соотношения:

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]N
ζ

dN
ζ
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,N
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1

1
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2
1

1
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∂
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=
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∂

∂
∂
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∂
∂

=
∂
∂

       (30)

Производные от функций формы имеют вид:
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221212(
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1

1
1 ζ−ζ−ζζ+ζ=
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,

)222
12121(

4
1
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2(

2
1

1
2 −ζ=

∂ζ
∂N
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2
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221212(
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)222
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1

2
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          (31)
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1
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2
1

2
4 −ζ=
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2
221212(

4
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1
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,

)222
12121(

4
1

2
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,
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2
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,
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2
221212(

4
1

1
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)222
12121(

4
1

2
7 ζ+ζ+ζζ+ζ=

∂ζ
∂N

,

)12(1
1
8 +ζζ−=

∂ζ
∂N

, )2
11(

2
1

2
8 ζ−=

∂ζ
∂N

Введем исходные матричные соотношения
для приращений компонент вектора перемеще-

ний и тензора приращений деформаций для од-
ного КЭ:

[ ] [ ][ ]vNv ~= ,                   (32)

[ ] [ ][ ][ ] [ ][ ]vLNvNLe ~~ == .     (33)
Здесь [ ]LN  – матрица 6х24, полученная ум-

ножением матрицы [ ]L  на матрицу [ ]N .
Подставляя приведенные выше формулы в

уравнение (20), получим

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ][ ]Rvδd∆qTvδvdVLNσTLNNLET
V

NLTvδ ~~~~~~ +∑∫
∑

−








+∫ ,             (34)

где [ ] [ ]Tzqrqq 0,, ∆∆=∆ , [ ]NL~  – матрица, по-

лученная умножением матрицы [ ]L~  на матрицу

функций формы [ ]N ,

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] .0,,

,~

Tzqrqq

V
dqdVσTNLR

=

∫ ∫
∑

∑−=
         (35)

Суммируя соотношения (34) по всем конеч-
ным элементам, приравнивая нулю множители
при вариациях компонент вектора узловых зна-
чений перемещений и учитывая кинематичес-
кие граничные условия, приходим к СЛАУ

[ ] [ ] [ ]RQqQvgKeK −





=













+ ~ .        (36)

Введем обозначение [ ] [ ] [ ]gKeKK += . Ис-
пользуя это обозначение, перепишем (36):

[ ][ ] [ ] [ ]RQQqvK −=~ .              (37)

Здесь [ ]eK  и [ ]gK  – матрицы жесткости и

геометрической жесткости, равные интегралам
от первого и второго слагаемого в (34). Первая
из них отвечает геометрически линейной зада-
че, вторая учитывает геометрическую нелиней-
ность.

4. Особенности алгоритма
и программы
Алгоритм и программа для персонального

компьютера представляют собой совокупность
ряда функциональных блоков и реализующих их
процедур. Наиболее часто используются в про-
цессе счета процедуры вычисления значений
функций формы и их производных, формирова-
ния матриц [ ]L  и [ ]L~ , матриц упругих констант

физического закона [ ]D , [ ]D~  и матриц подын-
тегрального выражения в формуле для матрицы
[ ]K  в узлах интегрирования для каждого КЭ
тела. Интегрирование по его области выполня-
ется с помощью двукратного применения квад-
ратурных формул Гаусса с задаваемым числом
узлов. Матрица [ ]K  формируется путем сложе-
ния матриц жесткости отдельных КЭ, сохраня-
ется в виде правой верхней полуленты, так как
является ленточной и симметричной. Кинема-
тические граничные условия вводятся в матри-
цу жесткости путем замены ее диагональных
членов большим числом (≈1010) в уравнениях,
отвечающих узловым перемещениям, подлежа-
щим аннулированию. При этом матрица жест-
кости превращается в невырожденную матрицу
СЛАУ. Решение системы выполняется методом
Холецкого [17]. Полученные на каждом шаге зна-
чения узловых перемещений используются для
вычисления приращений деформаций, а затем –
приращений напряжений. Последовательное
суммирование приращений позволяет получить
накопленные значения деформаций и напряже-
ний. Построены процедуры цветной визуализа-
ции результатов расчета деформированной фор-
мы тела, областей уровня значений всех вычис-
ляемых функций.

5. Исходные данные и результаты
Геометрия модели ЛЖ сердца определяется

следующими параметрами: va  – меньшая по-
луось внутренней поверхности, vb  – большая по-
луось. Они связаны следующим образом: зада-

ется va  и отношение 
va
vb

c = , а затем вычисля-

ется cvavb = . Далее задаем толщину h эллип-

соида при z = 0. По толщине определяем вне-
шнюю малую hvana +=  и большую
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0,691 кПа, при С0= 1,2 – от 0,008 до 0,529 кПа.
Распределение полных перемещений при
С0=0,88 меняется от 0,0 до 1,22 см, при С0= 1,2
– от 0,0 до 0,934 см.

При С0=0,88 внутрижелудочковый объем в
конце диастолы равнялся 159,36 мл. Прираще-
ние внутрижелудочкового объема составило
87,59 мл. При С0= 1,2 (кардиосклероз, при ко-
тором повышается жесткость миокарда) ко-
нечно-диастолический объем равнялся 134,86
мл. Таким образом, приращение внутрижелу-
дочкового объема составило 63,09 мл. Как
видно, при С0= 1,2 происходит уменьшение
наполнения ЛЖ.

cnanb =  полуоси. В расчетах принято:
5,2=va , 2,1=c , 1=h см. Эти данные явля-

ются усреднёнными параметрами реального ЛЖ
человека.

Для физически нелинейной задачи использо-
вано описание материала как гиперупругого с по-
тенциалом W [6,16]. В этих статьях принята сле-
дующая форма для W:

( ) )1ln(1
2
0 +−+−= JJJcomprCQe

C
W ,                                     (38)

где  2
6

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1 rCzCrzCECzzECrrECQ ϕγ+ϕγ+γ+ϕϕ++= ,

ϕλλλ= zrJ , iii ε+=λ 1 , ϕ= ,, zri ,  comprCCCC ,6,..,1,0 – константы, принимающие различ-

ные значения для разных материалов.

Так, для трансверсально изотропного, почти не-
сжимаемого материала модели константы при-
нимают следующий вид: C0 = 0,88 кПа, С1 = 6,0,
С2 = 5,0, С3 = 5,0, С4= 3,0, С5 = 3,0, С6=3,0 и

Сcompr = 3,0. Расчеты были выполнены для слу-
чая C1 = 5.0.

Выпишем для потенциала W (38) компонен-
ты матрицы [ ]D~ . Они будут иметь следующий
вид:

( ))222(ln22)2(0
~

ikikJkiJcomprCQeikkikCiCCikD δ−λ−−λ+−λ−λ+δ+εε= , , 6..1, =ki , (40)

где kε – компоненты вектора [ ]ε , ikδ – символы Кронекера.

К внутренней поверхности прикладываем
давление кПа6,1=q , которое соответствует по-
лученному экспериментально максимальному
значению конечно-диастолического давления,
равного 15 мм рт. ст. В расчетах введена сетка
5х12. Использована трехузловая формула Гаус-
са. Начальный внутрижелудочковый объем ра-
вен 71,77 мл.

На рис. 3–6 приведены сетка КЭ, интенсив-
ности напряжений, деформаций и распределение
перемещений при C0 = 0,88 (норма) и С0= 1,2
(кардиосклероз). Интенсивность напряжений при
С0 = 0,88 меняется от 0,071 до 5,092 кПа, при
С0= 1,2 – от 0,079 до 5,355 кПа. Интенсивность
деформаций при С0=0,88 меняется от 0,009 до

Рисунок 3. Сетка КЭ
модели ЛЖ

  (а)                                          (б)
Рисунок 4. Интенсивность напряжений при

а) С0= 0.88;      б) С0 = 1.2.
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